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1 Introduction 
Parmi les mécanismes parallèles étudiés dans la littérature robotique, certains possèdent des 
boucles fermées qui permettent d’ajouter des contraintes sur les mouvements de l’organe effecteur. 
Cependant, l’analyse de la raideur est complexe ce qui conduit à remplacer les boucles fermées par 
des éléments équivalents dont les paramètres sont définis intuitivement. Un autre problème est lié à 
l’influence des efforts extérieurs qui peuvent modifier les propriétés de mécanisme et ne permettent 
plus d’utiliser un modèle linéaire. Dans ce cas, il est nécessaire de définir un nouveau modèle de 
raideur dépendant de la déformation du mécanisme à cause des efforts extérieurs. Cet article utilise 
des résultats sur l’analyse de raideur basé sur des flexibilités localisées et apporte des contributions 
dans les cas où le mécanisme est soumis à des efforts extérieurs. 
2 Equations d’équilibre d’un mécanisme 
Pour écrire les équations d’équilibre d’un mécanisme, nous utilisons une formulation énergétique. 
Dans une position d’équilibre, l’énergie potentielle du système 
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( , ... )
n
E θ θ  doit être minimale et 
vérifier les contraintes géométriques ( , )
i i i
t g q θ  avec 1,i n , ( , )
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q θ  sont les valeurs des 
articulations passives et des articulations virtuelles de la i
ème
 chaîne cinématique et n est le nombre 
de chaîne cinématique. Le lagrangien du système peut être écrit :  
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   θ θ q q θ K θ λ t g θ q  (1) 
où la matrice de raideur 
i
K  regroupe toutes les flexibilités de la chaîne i, ( , )
i i i
g θ q  décrit sa 
cinématique, et le multiplicateur 
i
λ  comme les forces extérieurs 
i
F  appliqués à l’extrémité de la 
chaîne. Les dérivés partielles de L  par rapport à , ,
i i i
θ q λ  étant nulles, nous écrivons les équations 
d’équilibres  
 ; ; ( , ); 1, 2T T
i i i i qi i i i i
i
 
   J λ K θ J λ 0 t g q θ  (2) 
où (.)
i i i
  J g θ  et (.)
qi i i
  J g q  sont les matrices jacobiennes des articulations virtuelles et 
passives. Dans ce cas, ,
i i
θ q  et 
i
λ  sont des inconnues. Comme le système obtenu dans 
l’équation (2) est fortement non linéaire, la solution ne peut être obtenue que numériquement. Dans 
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 (3) 
où le symbole « ‘ »  correspond à l’itération suivante et la solution de départ est calculé en utilisant 
le modèle géométrique inverse pour le système soumis à aucune force extérieur. En utilisant cette 
procédure, pour une position donné de l’organe effecteur t , nous pouvons calculer la valeur de 
i
λ  
pour chaque chaîne cinématique et vérifiant la relation 
ii
 F λ , ce qui permet d’obtenir la 
relation force/déplacement ( )F f t . 
3 Matrice de raideur 
Pour calculer la matrice de raideur, la relation reliant la force et le déplacement de l’organe 
effecteur doit être linéarisée au voisinage de sa position d’équilibre. En considérant que les efforts 
extérieurs 
i
F  et la position de l’organe effecteur t  sont incrémenter par deux petites valeurs 
i
 F , 
 t , nous pouvons étudier deux états d’équilibre du système ( , , , )
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F θ q t  et 
( , , , )
i i i i i i
      F F θ θ q q t t . Sous ces hypothèses, l’équation (2) devient 
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où 
i
 J  et 
qi
 J  sont les différentielles des matrices jacobiennes à cause des déplacements de 
( , )
i i
θ q . Après simplification, en négligeant les termes d’ordre supérieurs et endévelopant les 
différentielles à partir de la fonction hesienne ( , )T
i i i i i
  g q θ λ , ( ) 2 2/i
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   H θ , le système d’équation complet du système peut être écrit 
 ( ) ( ) ( ) ( ); ;i i i i
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Après l’élimination analytique de 
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Ce qui donne la relation linéaire 
i C i
 λ K t   définissant la matrice de raideur cartésienne de 
chaque chaîne cinématique. En étudiant l’architecture du mécanisme étudié, la matrice de raideur 
cartésienne peut maintenant être écrite 
C Cii
 K K . À partir de cette expression, nous pouvons 
calculer la raideur dans le cas ou sans forces extérieurs.. 
4 CONCLUSION  
Cet article présente de nouveaux résultats concernant la modélisation de la raideur des 
manipulateurs parallèles possédant des boucles fermées. Contrairement aux études précédentes, 
nous prenons en compte l’influence des efforts extérieurs et nous exprimons un modèle non linéaire 
de déformation. Ces résultats peuvent aussi servir à détecter les flambements de la structure du 
manipulateur. 
